Teil 5:
Lokalisierung mit einem Kalman-Filter

* |dee
 Eindimensionaler Kalman-Filter
 Mehrdimensionaler Kalman-Filter

» Erweiterter Kalman-Filter (EKF) fur
nicht-lineare Systeme

« Anwendungen
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ldee des Kalman-Filters

Alle GroRen sind normalverteilt:
» Die Zustande x, (z.B. Position) sind normalverteilt.
« Zum Steuerbefehl u, kommt ein normalverteiltes Rauschen N(0,0?) dazu

+ Die Sensordaten z, sind ebenfalls normalverteilt

Ablaufs der Kalman-Filterung:
In einer Schleife werden standig die folgenden beiden Schritte durchgefuhrt:

» Vorhersage-Schritt (prediction step):

Mit Hilfe eines Systemmodells (z.B. Bewegungsmodell wie in Kap. 4) wird
aus dem alten Zustand x,, und einem Steuerbefehl u, der neue Zustand x,
geschatzt.

» Korrektur-Schritt (correction step; measurement update):

Der Messwert z, wird mit einer aus x, geschatzten Messung verglichen.
Daraus wird ein Korrekturwert berechnet.
Die neue Schatzung fir x, ergibt sich dann aus x, + Korrekturwert.
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lllustrierung des Kalman-Filters

(a)

(b)

(0

(a) Zustand (hier Position)
ist normalverteilt.

(b) Vorhersageschritt:
es wird aufgrund eines Steuer-
befehls die neue Position geschatzt.
Geuwissheit der Position nimmt ab!

(c) Korrektur-Schritt:

px) aus der aktuellen Sensormessung
A wird eine Korrektur der
X e .
Positionsschatzung vorgenommen.
bel(x) l Geuwissheit der Position nimmt zu.
X
(d) .
(d) Vorhersageschritt:
bel(x) o
A :
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Kalman-Filter im Eindimensionalen (1)

Lineare Systemgleichungen:

+ Anderung des Zustands und Abhangigkeit der Messwerte vom Zustand
werden durch lineare Gleichungen beschrieben:

X;= aX.q +bu, +¢ Systemgleichung
zZ,=cx, + 9 Messgleichung

Zustand x,, Steuerbefehl u, und Sensorwert z, sind eindimensional.
e und 9 ist Gausssches Rauschen (d.h. normalverteilt mit Mittelwert 0)
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Kalman-Filter im Eindimensionalen (2)

Vohersageschritt:

*  X.qist normalverteilt

« Mit Hilfe der Systemgleichung und einem Steuerbefehl u, wird eine Schatzung
Bel(x;) berechnet:

X;= aX.q + bu, + ¢

* X, ist ebenfalls normalverteilt
(lineare Transformation und Addition mit normalverteiltem Rauschen)

oz

Bel(x, ) ] Bel(x,_1) ~ N(,Ltt_l ,O_,tZ_l)

azp

Bel(x,) ~ N(@,,3,) mit
n, =au,_, +bu,

ais

alp

2 2 2
=a°0;, +0.

Q05 -

o

o s
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Kalman-Filter im Eindimensionalen (3)

Korrektur-Schritt:

» Aus dem vorhergesagtem Zustand u; und der Messgleichung lasst sich ein
Messwert cy, schatzen.

» Aus der Differenz des tatsachlichen Messwertes z, und des geschéatzten Messwerts
cy, lasst sich Zustand w, korrigieren:

2

_ _ . cO,
M, = +k(z,—cu) mit k=——-—
o, +0,
7 — =2
Bel(xt—l) =~ N(Mtaat )
il Aus Messwert ~ Bel(x) 1 5 :
geschétzter Bel(x,) ~ N(u,,0;) mit
atsr Zustand \ 1 _ _
wo=u + kt(zt - C:ut)
a1l o B 2 _ —9)
Bel(x,) / o; =(l-ck,)o,
acs| i —2
k = co,
t - 22 D)
. , o . . c O, +0;
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Kalman-Filter im Eindimensionalen (4)

Anmerkung: Korrektur-Schritt ist gewichtete Mittelwertsbildung:

* Aus Melgleichung folgt
x, =c'z,-c"
Damit ist ¢' z,ein Schatzwert fir den Zustand x, mit Varianz c2 o,2.
+ Damit IaRt sich eine neue Zustandsschatzung als gewichteter Mittelwert
aus w, und ¢!z bilden:

1 _ N 1 a
Mt 5C Z
O_[Z 1 2 2 1

c’o,

u, = 1 1
7+7
ot

2— 2—=2 -1
Oy, +c°0 ¢z - .
SLHTCTC S it 0,0, erweitert

c’al +o,
22— 2— 22 -1 —2 —
Cc O, +o,u +coOo, ¢ z —cOo,cC 0 0 . . .
L9k OM,272 Lt 4 6’ - ol =0im Zihler dazugeschreiben
0, +0,
22 2\ 22 -1 —2 —
_ (C o, + O&):“z €Oo,¢ z,-cocy,
- 2=2 2 T 22 2
O, +0, c°O, +0,
—2
_ _ . co,
= Mt + kf(Zf - CMt) mit kt =5 3
O, +0;
O. Bittel; SS 2013 Mobile Roboter - Lokalisierung mit einem Kalman-Filter 5-7

Kalman-Filter im Eindimensionalen (5)

Sytem- und Messgleichung:
X, =ax,_ +bu +¢,
Z,=¢X, +0,

g ~ N(O,ait) und 0, ~ N(O,og,,)

Algorithmus KalmanFilter( w, ,, 0., U, z,):

Vorhersage:

Aat =au_ + btul

o, = a0, +0;,

Korrektur:
k, = @20(02(7,2 + (752,,)'1
w=u+k(z,—cu)
o’ =(1-kc)o’

return u, o;

oo N ol B0 N
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Kalman-Filter im Mehrdimensionalen

Sytem- und Messgleichung:
x,=Ax_+Bu+¢, xR, ucRh"

z,=Cx,+6, z€R
g, ~N(O,R) und 4, ~N(0,0)

Algorithmus KalmanfFilter( u, ,, =, ,, u, z,):

1. Vorhersage:

2. u, =Au_, +Bu,

3. I, =43%_A4 +R

4. Korrektur:

5. K, = f,CtT(Ct ftC,T + Q,)'1
6. M =uw+K(z-Cuw)
7. % =(I-KC)Z,

8. return u, X
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Unsicherheit in den Steuerdaten

*  Wie man beim Odometriemodell gesehen hat, kénnen Steuerdaten gemessene
Daten sein.

» Es ist daher mit einem Unterschied zwischen den tatsédchlichen Steuerdaten und
den bekannten (gemessenen) Steuerdaten zu rechnen.

u,~ N(Au’u,t?Eu,t)

o Damitist:
Btut ~ N(Bnuu,t’Bt Eu,t BtT)

» Damit ist der Vorhersageschritt wie folgt anzupassen:

1. Vorhersage:

2. ﬁt = Attut—l + Bttuu,l
3. §t=AZ AtT+BZ BT+Rt

<11 t“utt

« Man kénnte natirlich auch B, Y, B! + R, zu einer neuen Kovarianz R/
zusammenfassen. Dann wuirde sich an der Formulierung des Algorithmus nichts
andern.
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Kalman-Filter — Zusammenfassung (1)

Vorhersageschritt

&

— w =au, +btul
bel(x,) =
( t) {73 = ar2012 + Gazct,t
— o, = A + B,u
bel(x,) = M Tl i U,
S, =4=, 4 + R,
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Kalman-Filter — Zusammenfassung (2)

Korrrekturschrittschritt

azs

acs /
S \
=u +K, -, T2
bel(x,) = {”’02"_’ a ’I(:‘)az”’), K =—2 o ]
r =U—-4K,)0, O, + 0,
=Kz, ~CaE) = o= - 1
bel(x,) = = LK, =3,C,; (C.Z.C, +
o0 { 2%, S USSP TEGEEaTo B e

-
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Kalman-Filter — Zusammenfassung (3)

Vorhersage-Korrrektur-Zyklus

M, =+ K, (z, - 1) a; — o, =au,_, +bu
bel = K, =——"7%4——— _ t 15%—1 1
Hew) { ol =(-kpa; T, bel(x) {5,2 - 2202 + 02,
u, =+ K, (z, -Cr,) S TS T -1 ol u, = Au,_, +Bu,
bel(x,) = = LK, =2.C/(CZC/ +0, bel =
o) { S, =(I-K,C)Z, ( 2) 2w Z =A4F, 4 + R,
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Erweiterter Kalman-Filter - EKF

Nichtlineare Systeme
In vielen praktischen Situationen sind System- und Messverhalten nichtlinear.

x, =g(x,_,u)+e, x, €ER",u €R"
z,=h(x,)+0, z, ER*
¢,~N(0,R) und 9, ~N(0,0,)

Unterschieds zwischen linearem und nichtlinearen Verhalten

6 6 6 6
N Thate — y-ax+h
X ﬁga)no'\i(py(ﬁu P ply) — Function g{x)
5 — Gaussian of p(y) + Meanp
4 ) X Mean of py) 4 O s
4 \ 4 i ‘_\
i e 2 2 2
3/ 3 0 EN 0 \
2 2 2 2
1 1 4 4
0 05 1 15 0 05 1 0 0.2 04 0.6 0.8 0 0.5 1
6 pe) = NOX b, %) 6
) + N fied
g 24
2 2
on nge 1 On AR 1
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EKF-Linearisierung (1)

6 6
N o0
—— Gaussian of p(y

4 )| — EFK Gaussian 4

2 S::_: 2

¥=4()

W

— Function g{x)
— Taylor approx.
+ Meanp

O

Linearisierung durch
Taylor-Entwicklung:

0 0 g(x) = g'(w)(x - ) +g(u)
-2 -2
-4 . . . . -4 .
0 0204 06 0.8 0 0.5 1
6 pE)
= Mean p
= 4
2
0 T
N NR 1
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EKF-Linearisierung (2)

Ausgangsproblem: Nichtlineares System

Zusatzlich wollen wir annehmen, dass die Steuerdaten u,
einer Normalverteilung unterliegen.

X = g(xt—l’ut) + ¢,
Z; = h(xt) + 51

ut~N(MuJ,2u’t), g ~N(O,R) und o, ~N(0,0)

x, ER", u ER”
z,eR
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EKF-Linearisierung (3)

Linearisierung von g:

Mit der gleichen Technik wie in Kap. 4 (Fehlerberechnung beim Odometriemodell):

g(xt 1° t) g(tut 1’”1)+G(xtl Aut—l)

ag(nuz 1> t)

. ist die Jakobi - Matrix
d(x

tl’t

Zweckmaligerweise wird G, wie in Kap. 4 in zwei Teilmatrizen zerlegt:

_ og(u,_,,u,)
ox, |

x,t

Gu,; - ag(tl;;l’ut)

1

Linearisierung von h:

h(x,)=h(@)+H (x, - 1)
H, = % ist die Jakobi - Matrix
x

t
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EKF-Algorithmus

Algorithmus ExtendedKalmanFilter( u, ,, =, ;, u; z)):

Vorhersage:
u _g(‘ut 19Muz)
3 =G2 G +G 32 G +R

1

2

3 | T
4. Korrektur:

5. K, = ftH,T(H, fthT + Q,)‘l
6. u=u+K(z-h(1))
7 s =(I-KH)Z,

8. return u, X
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Teil 5:
Lokalisierung mit einem Kalman-Filter

* |dee
» Eindimensionaler Kalman-Filter
* Mehrdimensionaler Kalman-Filter
» Erweiterter Kalman-Filter (EKF) fur nicht-lineare Systeme
* Anwendungen
— Selbstlokalisierung mit Landmarken

— Selbstlokalisieung mit Matching
— SLAM-Verfahren
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Selbstlokalisierung mit Landmarken (1)

 Landmarken:
Positionen der beiden Landmarke ¢,
Landmarken sind bekannt:

(X1 Yer) und (Xp2, Yo)

* Roboterposition:
X —@ Landmarke 4,

+ Sensordaten z;:
Der Roboter misst fir jede Landmarke nach jedem Zeitintervall At Abstand d und
Winkel a relativ zum lokalen Koordinatensystem:

Z, = (d13a1’d29a2y-

+ Geschwindigkeitsmodell als Bewegungsmodell (siehe Kap. 4):

p x' x+dcos0 X
u,=(a) X =|Y'|=|y+dsing | mitx_ =|y
0’ 0+a 0
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Selbstlokalisierung mit Landmarken (2)

Systemgleichung (nichtlineares System)

x+dcos@
x, =g(x,y,0,d,a)=| y+dsinf | +¢,
\ A}
S 0+a
g, ~N(0,R)

0,2

a

2
u ~N@,5.) mitzu=(‘2d )

Jacobi-Matrizen:

1 0 -dsinf
0
- _gluu) 0 1 dcosO
’ ox, |
0 0 1
cosf O
G, _dgluu) _ sinf 0
' ou,
0 1
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Selbstlokalisierung mit Landmarken (3)

Messgleichung

d, \/(x_xu)z"'(y_yu)z
@ atan2(y, - y,x, —x) -6
: =
d, \/(x_xzz)2+(y_yzz)2
@, atan2(y,, — ¥, X, —x)—0
6 ~N(0,0)

+0 =h(x,y,0)+9
%/_/

&

Jacobi-Matrix von h:

X' = x, Y=Y 0
Ty Yu
o ~(V'=ya) x-x _1
g Y8 | T
ox, X ~Xp Y =Vo
) )
-’ -y) X -x, -1
i i

mit 7, =X = x,) 4 (' =y, ) =12
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Anmerkung zu atan2

Nitzliche Erweiterung vom atan:

(atan( y/x) fallsx >0
sign(y)(m - atan(‘ y/ x‘)) fallsx <0
atan2(y,x) =
0 fallsx =y = 0
sign(y)m /2 fallsx =0,y =0
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Selbstlokalisierung mit Landmarken (4)

Beispielfahrt mit einer Landmarke

¥ Abbildung
* aus [3].

+ Die gepunktete Linie ist die tatsachliche Wegstrecke.

* Die o-Ellipsen und die Dreiecke und stellen die geschatze Lage bzw.
Orientierung dar.

+ Das Kreuz ist die Landmarke. Die Sterne geben die gemessene Position der
Landmarke an. Es ist deutlich das Messrauschen zu sehen.

» Die Anwendung kann auf n Landmarken erweitert werden. Zusatzlich kann noch
das Problem der Zuordnung der Messdaten zu den Landmarken-Nummern
dazukommen. (siehe auch [1])
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Selbstlokalisierung mit Matching (1)

Matching-Verfahren (aus [2])

* Wird ein gemessenes Abstandsprofil (z.B. von einem Laser aufgenommener
Scan) gegen eine metrische Karte abgeglichen, dann spricht man von einem
Matching-Verfahren.

+ Statt des Abstandprofils kénnen auch daraus gewonnene Merkmale wie Linien,
Ecken etc. verwendet werden:

5 Lo [ 1+ Links:

| Abstandsprofil von
| einem Laser (Scan)
.-+ Rechts:
Extrahierte Linien

P N 8 { 2 i

-4/ - i -4} | :‘.
B T — : -5 — :
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x [m] x [m]
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Selbstlokalisierung mit Matching (2)

Matching-Beispiel

» Die grunen Linen stellen die gemessenen
Daten dar. Sie wurden aus dem Scan
gewonnen.

» Die rosa Linen sind die aufgrund der
aktuellen Positionsschatzung und der
Umgebungskarte vorhergesagten Linien.
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Selbstlokalisierung mit Matching (3)

EKF-Algorithmus:

» Die Positionsvorhersage (Zeile 1 bis 3) kann wie in der vorhergehenden Anwendung
durchgefuhrt werden. Wir erhalten eine Positionsschatzung u,.

» Der Korrekturschritt (Zeile 4 bis 7) wird in etwa wie folgt realisiert.
Messdaten z,:

» Aus einem Scan s, werden einen Menge von n, Linien mit Kovarianzen gewonnen.

+ Eine Linie ist dabei eindeutig festgelegt durch den senkrechten Abstand r und die
Orientierung o der Normalen (r und o im lokalen Koordinatensystem)

7= loana,) |
4
s, 0 i\
o=|: : ot line j
— |
E
0 - 3,
o, o i
mit ¥ = ¢ "% 2 R
Oy g, 3 - 0 T i’
-4
I — 0‘1 2 La 4
x[m]
O. Bittel; SS 2013 Mobile Roboter - Lokalisierung mit einem Kalman-Filter 5-27

Selbstlokalisierung mit Matching (4)

Vorhersage der Messdaten h(p,):

+ Mit der geschatzten Position u, und der Umgebungskarte m werden alle sichtbaren
Linien ermittelt. Die Umgebungskarte ist dabei glinstigerweise ein Linenmodell.

« Die Linien werden in das lokale Koordinatensystems des Roboters transformiert.

A
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Selbstlokalisierung mit Matching (5)

Korrektur:

» Bevor die Korrektur (Zeile 6) durchgefihrt werden kann, missen die gemessenen
Linien (griin) so umgeordnet werden, dass sie zu den vorhergesagten Linien (rosa)
korrespondieren. Es kann Linien ohne korrespondierenden Linienpartner geben.

A
r
image space model space ﬂ
No match!!
Wall was not
observed.
match j.i
1'.
i
rj {% @ 7
|
1T >
T o0t 0 T
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Selbstlokalisierung mit Matching (6)

lllustrierung der Korrektur

Rosa: aus Steuerdaten
geschatzte Position

Grin: durch Messung
geschatzte Position

Rot: korrigierte Position x;
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SLAM-Verfahren (1)

SLAM = Simultaneous Localization and Mapping
(aus [3], stark vereinfachtes Modell)
* n Landmarken:
Positionen sind unbekannt (!):
(Xets Yer), (K25 Ye2) -5 (Xes V)
* Roboter mit omnidirektionalem Antrieb:
- Antrieb in alle Richtungen

- Roboterfront zeigt immer in Richtung globale x-Achse
- Roboterposition (x,,y,)

Landmarke

Q Roboter
O. Bittel; SS 2013 Mobile Roboter

- Lokalisierung mit einem Kalman-Filter

SLAM-Verfahren (2)

5-31

+ Zustand x;:
besteht aus Landmarken- und Roboterposition:

X, = (xr’yr"xll’yll7xt27yt29"'9xln9yln)T

Omnidiektionales Bewegungsmodell:
u, = (vx vy)

+ Systemgleichung:

At 0
0 At
0 0
TR NI N R
0 0
g, =(£,.6,,0,..0)"  mit (g,.¢,) ~N(0,R)

Landmarken bewegen sich nicht!
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SLAM-Verfahren (3)

+ Sensordaten z;:
Landmarken seien eindeutig identifizierbar.

Fir jede Landmarke wird ihre Position relativ zum Roboter gemessen:

Xy=X

;

Ya—=Y,

z, = :
X, — X,

yln_yr

* Messgleichung:

z,=| : |x,+9,,wobei

1 0 0 - 0 1 00 - 0
H=l0o -1 0 - 0 0 10 -0

——
(2i+1)-teSpalte
6, ~N(0,0)
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SLAM-Verfahren (4)

* Linearer Kalman-Filter
Damit sind alle alle Systemparameter (lineares System!) festgelegt und der
lineare Kalman-Filter-Algorithmus kann direkt verwendet werden.

* Erweiterungen

+ Das Bewegungsmodel kann wie in der 1. Anwendung (Lokalisierung mit
Landmarken) auf ein Geschwindigkeitsmodell erweitert werden. Zum
Systemzustand kommt dann noch die Orientierung dazu.

+ Statt bei jeder Landmarke die relative Position zu messen, kann auch
Abstand und Orientierung (im lokalen Koordinatensystem) gemessen
werden.

« Zusatzlich kann noch das Problem der Zuordnung der Messdaten zu den
Landmarken-Nummern dazukommen.
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